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Numerical Analysis and Programming
Week No-02

Part-01
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Approximation and Round-Off Errors
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4 مقدمة

التحليليةالرياضياتبينيربطأنهحيثالهامةالرياضياتفروعأحدالعدديالتحليليعتبر•
حلهانيمكلاالتيوالمشاكلالمسائلبعضحلول إيجادفيعادةويستخدمالآليوالحاسب

هذا.تقريبيحلأوتقريبيةنتيجةعليهانحصلالتيالنتيجةتكون حيثالتحليليةبالرياضيات
عنالاستطالخطأإيجاداستطعنالوأنهإلا.الخطأهذاحسابوعليناخطأيوجدأنهيعني
إلىتاليبالونسعىممكنغيرالخطأإيجادأنيعنيالذيالأمر(الحقيقي)الفعليالحلإيجاد
.الخطأهذالايتجاوزهاالتيالقيمةتلكأيالخطأحجمأوالخطأتقريبإيجاد

 لأنهاتقريبية،أعدادهيمعهانتعاملالتيالأعدادمعظمإن•
 
أواساتوقيأطوالماتمثلغالبا

الأعدادمنيرالكثفإنكذلك.تقريبيةذاتهابحدوهيالقياسبنتيجةفيزيائيةلمقاديرقيم
 الأرقاممنمنتهبعددعنهاالتعبيرلايمكنالحقيقية

 
 تقريساوي العددفمثل

 
.3.14159يبا

؟اعتبارهيمكنوهلحساباتنافيالموجودالخطأمقدارما"هوالسؤال•
 
مسموحا
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2
4 Error Definition

• Since numerical solutions are approximated results, we have to specify how different the approximated results 
are from the true values, i.e. how large the error is.

True Error : The difference between the true solution value and the approximated (numerical) solution value,

True Value القيمة الحقيقية = Approximation التقريب + True Error  الخطأ الحقيقي

 الخطأفسيكون الحقيقيةالقيمةمنأكبرالتقريبكانإذا
 
سيكون يةالحقيقالقيمةمنأصغركانإذابينماسالبا

 الخطأ
 
.قالمطلبالخطأإليهويشارمطلقةكقيمةعامبشكلالحقيقيالخطأعنالتعبيريتملذلك.موجبا

Et =  True value – Approximation (+/-) 

علىوحصلنايةواللذقحلببينالطريقطول وقسناانشائيةجملةفيجائزطول قسنالو:التاليالسؤالإلىالآنننتقل
.أدق؟؟سيكون القياسينأيالمطلق،للخطأواحدةقيمة

ي أنه لايعطي المدروسة أ" القيمة"أنه لايأخذ بالحسبان حجع العينة ( الخطأ المطلق)نستنتج أنه من عيوب هذاالتعريف 
.لذلك سندخل مفهوم أو تعريف آخر وهو الخطأ النسبي. فكرة حقيقية عن دقة القياس

Absolute Error

https://manara.edu.sy/
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2
4 Error Definition

True fractional relative error :obtained by dividing the absolute error in the quantity by the quantity itself.

 المطلقالخطأيساوي الحقيقيةللقميةالنسبيالجزئيالخطأ
 
.الحقيقيةالقيمةعلىمقسوما

للتعبير عن الخطأ كنسبة % 100على الرغم من أن هذا المقياس مفيد إلا أنه عادة مايتم ضرب الحطأ الجزئي النسبي بـ 
:ويسمى الخطأ المئوي .مئوية

True percent relative error :

True fractional relative error 𝑬𝒓 =
true error

true value

True percent relative error, 𝜺𝐭  =
true error
true value

× 100% = 𝑬𝒓 × 100%

https://manara.edu.sy/
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2
4 Error Definition

Problem Statement: Suppose that you have the task of measuring the lengths of a  bridge and a rivet 
and come up with 9999 and 9 cm, respectively. If the true values are 10,000 and 10 cm, respectively, 
compute (a) the true error and (b) the true percent relative error for each case.

Solution:

(a) The error for measuring the bridge is (True Value = Approximation + Error) : Et = 10,000 − 9999 = 1 cm

and for the rivet it is: Et = 10 − 9 = 1 cm

(b) The percent relative error for the bridge is   𝜀t  =
true error
true value

× 100% ∶  𝜀t  =
1

10,000 × 100% = 0.01%

and for the rivet it is 𝜀t  =
1

10 × 100% = 10%

Thus, although both measurements have an error of 1 cm, the relative error for the rivet is much 
greater. We would conclude that we have done an adequate job of measuring the bridge, whereas our 
estimate for the rivet leaves something to be desired.

https://manara.edu.sy/
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2
4 Error Definition con.

Estimated Relative Error: التقريبيةللقيمةالمئوي الخطأ

• For numerical methods, the true value will be known only when we deal with functions that 
can be solved analytically (simple systems). In real world applications, we usually not know 
the answer a priori. Then:

 تزويدناتمالسابقللمثالبالنسبة•
 
اقعفيبينما.والبرغيللجسرالحقيقةبالأطوالمسبقا  ناالو

 
هذهماتكون درا

التيوابعالتمعنتعاملعندماإلاالحقيقيةالقيممعرفةمننتمكنلنالعدديةللطرق بالنسبة.متاحةالمعلومات
 حلهايمكن

 
 الصحيحةالإجابةنعرفلنأنناأي.تحليليا

 
:يليفيمالبديلايتمثلالحالاتهذهلمثلبالنسبة.مسبقا

𝜀a  =
approximate error

approximation
× 100%

𝜀a  =
current approximation −  previous approximation

current approximation
× 100%

(+ / -)

ةالخطأ النسبي للقيمة التقريبي

قريبية النسبة المئوية للخطأ النسبي للقيمة الت

https://manara.edu.sy/
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2
4 Error Definition con.

Estimated Relative Error: التقريبيةللقيمةالمئوي الخطأ

𝜀a  =
approximate error

approximation
× 100%

𝜀a  =
current approximation −  previous approximation

current approximation
× 100%

(+ / -)

ةالخطأ النسبي للقيمة التقريبي

قريبية النسبة المئوية للخطأ النسبي للقيمة الت

وفي.الأفضل(الحلول )التقريباتلحسابمتكرر بشكلالعمليةهذهتنفيذيتم.التكرارالعدديةالطرق بعضتستخدم
المئويةنسبةالتحسبالحالةهذهوفي.(والحاليةالسابقة)التقريباتبينالفرق أنهعلىالخطأحسابيتمالحالاتهذه

:التاليةالعلقةباستخدامالنسبيللخطأ

https://manara.edu.sy/
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• Computations are repeated until stopping criterion is satisfied.

للقيام.تكرارالعنالتوقفوقتفينفكرأنعلينايتوجبالتكراريةالعدديةالطرائقإحدىتنفيذعند
:النسبيالخطألنسبةمقبولةقيمةتحديديجببذلك

• If the following criterion is met

•n :عدد المنازل العشرية التي يتم التدوير إليها.

• you can be sure that the result is correct to at least n significant figures.

𝜀a  = 𝜀s

𝜀s  = 0.5 × 10 2−𝑛 × 100%

Pre-specified % tolerance based on 
the knowledge of your solution

Error Definition con.

رتكبالمالأعظميللخطأالمئويةالنسبة

https://manara.edu.sy/
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2
4 Error Estimation in Iterative Methods

 يمكننا
 
لورانماكسلسلةبلأس ياالتابعنشريمكنناالمثالسبيلعلى.تايلور بسلسلةالتوابعتمثيلالرياضياتفيغالبا

:التاليالشكلعلى

𝜀sالمطلوب حساب القيمة التقريبية لـ   والخطأ المئوي  𝒆𝒙افق للقيمة التقريبية بحيث لايتجاوز  الخطأ الأعظمي المرتكب ا لمو

.لثلثة منازل عشرية

 إلى السلسلة حتى تقع قيمة الخطأ المئوي للقيمة التقريبية تحت القيمة السابقة 
 
وبالتالي سنضيف حدودا

https://manara.edu.sy/


Slide 17

https://manara.edu.sy/

https://manara.edu.sy/

N
u

m
e

ri
ca

l A
n

al
ys

is
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  B

. 
H

ai
d

ar
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 2
8

/1
0

/2
0

2
4 Error Estimation in Iterative Methods

 يمكننا
 
لورانماكسلسلةبلأس ياالتابعنشريمكنناالمثالسبيلعلى.تايلور بسلسلةالتوابعتمثيلالرياضياتفيغالبا

:التاليالشكلعلى

𝜀sالمطلوب حساب القيمة التقريبية لـ   والخطأ المئوي  𝒆𝒙افق للقيمة التقريبية بحيث لايتجاوز  الخطأ الأعظمي المرتكب ا لمو

.لثلثة منازل عشرية

 إلى السلسلة حتى تقع قيمة الخطأ المئوي للقيمة التقريبية تحت القيمة السابقة 
 
وبالتالي سنضيف حدودا
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2
4 Error Estimation in Iterative Methods
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Numerical Analysis and Programming
Week No-02

Part-02
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Truncation Errors and the Taylor Series
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• Round-off error: التدويرأخطاء
• Caused by the limited number of digits that represent numbers in a computer and
• The ways numbers are stored and additions and substructions are performed in a computer

• Truncation Error: الاقتطاعأخطاء
• Caused by approximation used in the mathematical formula of the scheme

غيرلسلسبشكلالتوابعبكتابةنقومالأحيانمعظمفيأنناحيثالرياضيةالعلقاتمنالاخطاءهذهتنشأ•
(الأخطاء)وجودإلىمايؤديوهذاالسلسلهذهحدودمنمنتهبعددنكتفيأنناحيثمنتهية

• Formulation Error: الرياضيةالصيغأخطاء
معظمفيةتقريبيتكون حيثالهندس يأوالفيزيائيالسلوكتصفالتيالصيغبعضعنالأخطاءهذهتنشأ•

متناهيةبدقةتحديدهايمكنلاثوابتعلىتحتوي أنهاأو.الحالات

• Measurment Error: القياسأخطاء
قياسساعةالحرارة،مقياسكالميزان،.معينةمقاديرقياسفيالقياسأجهزةاستخدامعنالأخطاءهذهتنشأ•

.الدقةبلغتمهماللخطأقابلةأنهاحيث.والانتقالاتالتشوهات

Source of Error

https://manara.edu.sy/
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• The most important polynomials used to derive numerical schemes and 
analyze truncation errors

• With an infinite power series, it is exactly represents a function within a 
certain radius about a given point

Taylor Series

https://manara.edu.sy/
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• If the function f and its first n + 1 derivatives are continuous on an interval 
containing a and x, then the value of the function at x is given by:

• With the remainder Rn is defined as:

Taylor Series - Taylor’s Theorem

https://manara.edu.sy/
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• Taylor series is of great value in the study of numerical methods. In essence, 
the Taylor series provides a means to predict a function value at one point 
in terms of the function value and its derivatives at another point. In 
particular, the theorem states that any smooth function can be 
approximated as a polynomial.

•  A useful way to gain insight into the Taylor series is to build it term by 
term. For example, the first term in the series is: 

Taylor Series

https://manara.edu.sy/
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2
4 Taylor Series

Zero-order approximation𝑓 𝑥𝑖+1 ≅ 𝑓 𝑥𝑖

𝑓 𝑥𝑖+1 ≅ 𝑓 𝑥𝑖 + 𝑓′(𝑥𝑖)(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) First-order approximation

𝑓 𝑥𝑖+1 ≅ 𝑓 𝑥𝑖 + 𝑓′ 𝑥𝑖 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 +
𝑓′′ 𝑥𝑖

2!
𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖

2 Second-order approximation

https://manara.edu.sy/
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2
4 Taylor Series
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• Reminder term, Rn, accounts for all terms from (n+1) to infinity.

nth order approximation
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2
4 Taylor Series Approximation of a Polynomial

Example

https://manara.edu.sy/


Slide 29

https://manara.edu.sy/

https://manara.edu.sy/

N
u

m
e

ri
ca

l A
n

al
ys

is
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  B

. 
H

ai
d

ar
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 2
8

/1
0

/2
0

2
4 Taylor Series Approximation of a Polynomial

https://manara.edu.sy/


Slide 30

https://manara.edu.sy/

https://manara.edu.sy/

N
u

m
e

ri
ca

l A
n

al
ys

is
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  B

. 
H

ai
d

ar
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 2
8

/1
0

/2
0

2
4 Taylor Series Approximation of a Polynomial

https://manara.edu.sy/


Slide 31

https://manara.edu.sy/

https://manara.edu.sy/

N
u

m
e

ri
ca

l A
n

al
ys

is
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  B

. 
H

ai
d

ar
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 2
8

/1
0

/2
0

2
4 Taylor Series Approximation of a Polynomial

https://manara.edu.sy/


Slide 32

https://manara.edu.sy/

https://manara.edu.sy/

N
u

m
e

ri
ca

l A
n

al
ys

is
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  B

. 
H

ai
d

ar
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 2
8

/1
0

/2
0

2
4 Taylor Series Approximation of a Polynomial

Example

Problem Statement: Use zero- through fourth-order Taylor series expansions to 
approximate the function: 

𝒇 𝒙 = −𝟎. 𝟏𝒙𝟒 − 𝟎. 𝟏𝟓𝒙𝟑 − 𝟎. 𝟓𝒙𝟐 − 𝟎. 𝟐𝟓𝒙 + 𝟏. 𝟐 

From 𝒙𝒊 = 𝟎 with h=1, that is, predict the function’s value at 𝒙𝒊+𝟏 = 𝟏 

Solution:

Because we are dealing with a known function, we can compute values for f(x) between 
0 and 1.
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